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¾ Calcul du modèle d'identification  linéaire du robot rigide par rapport aux paramètres  inertiels et de 
frottement. 
¾ Calcul du modèle d'identification  linéaire du  robot  flexible par  rapport aux paramètres  inertiels, de 
frottement et de raideurs localisées. 




Les  robots  étudiés  sont  le  Kuka  KR270‐2F  du  site  de  l'IUT  de  Carquefou  (département  de  la  Loire‐
Atlantique) et le Kuka KR500‐2MT  de l'Institut de Soudure de Goin (département de la Moselle). Ce sont deux 
robots industriels à 6 degrés de liberté (ddl) à architecture série.  
Les  résultats de ce  livrable  sont utilisés dans  les autres  tâches, en particulier dans  la  tâche 4.3 où un 
simulateur du robot flexible est développé pour simuler les opérations d’usinage et de soudage.  
Ce  rapport  est décomposé en 8 parties.  La  seconde partie  rappelle  les bases de  la modélisation des 
robots à architecture série et présente les modélisations des deux robots. La troisième présente les méthodes 
d'identification utilisées. La quatrième décrit le processus d'identification du modèle de raideur par des essais 


















  Cette  partie  présente  en  premier  lieu  la  modélisation  des  robots  rigides  et  en  second  lieu  la 




2.1.1 Description de Denavit-Hartenberg Modifiée (DHM)  
  Un  robot  manipulateur  à  chaîne  ouverte  simple  est  un  mécanisme  articulé  composé  de  n   corps 











































A  chaque  corps  jC  est  associé un  repère  ( , , , )j j j j jR O x y z .  La description de Denavit‐Hartenberg 
Modifiée (DHM) est rappelée en figure 2. Le changement de repère  1jR −  à  jR  utilise 4 paramètres minimaux 
jα ,  jθ ,  jd  et  jr suivant la matrice de transformation homogène  1j jT−  :  





• l’axe  jz est confondu avec l’axe de l’articulation  j  
• l’axe  jx  est la perpendiculaire commune à  jz  et  1jz +  
• l’axe  jy  est choisi de manière à créer un repère orthonormé direct avec  ( )0, , ,j j jx y z  
• jα  est l’angle correspondant à une rotation d’axe  1jx − entre  1jz − et  jz  
• jθ  est l’angle correspondant à une rotation d’axe  jz entre  1jx − et  jx  
• jd  est la distance portée par  1jx − entre  1jz − et  jz  



















j j j j jq rσ θ σ= +  avec  1jσ =  (liaison prismatique) ou  0jσ =  (liaison rotoïde) 
2.1.2 Modèle Dynamique Inverse (MDI) 
Le Modèle Dynamique  Inverse  (MDI) d’un  robot  calcule  les  couples/efforts moteurs  en  fonction des 
positions, vitesses et accélérations articulaires et des paramètres du robot :  
 ( ) ( ),mdi M q q H q qτ = +&& &  (2) 
Où : 
‐ mdiτ   est  le  vecteur  ( x1)n des  couples/efforts moteur  exprimés  en  unité  S.I.  (Système  International) 
coté articulaire ; 
‐ , ,q q q& &&   sont  les vecteurs  ( x1)n des positions, vitesses et accélérations articulaires exprimés en unité 
S.I.; 
‐ ( )M q
 
est la matrice d’inertie  ( x )n n du robot ; 
‐ ( ),H q q&
 
est le vecteur  ( x1)n des efforts centrifuges, de Coriolis et de frottements. 
 
Il existe deux méthodes principales pour calculer le MDI d'un robot. La première utilise le formalisme de 
Lagrange et  la seconde  le  formalisme de Newton‐Euler. Le  formalisme de Lagrange calcule  les équations de 
mouvement  à  l'aide  de  l'énergie  cinétique  et  de  l'énergie  potentielle  totale  du  système.  Les  équations  de 
Newton‐Euler expriment l’équilibre dynamique de chaque corps du robot.  
Le MDI peut  s’écrire  sous une  forme  linéaire par  rapport à un ensemble de paramètres dynamiques 
 STχ  dits standards car ce sont les paramètres classiques de la mécanique, exprimés dans les repères de DHM :  
 ( ) 1 2, ,  avec  TT T Tmdi ST ST ST ST ST STnIDM q q q χ χ χ χ χτ ⎡ ⎤= = ⎣ ⎦& && K  (3) 
Où  ( ), ,STIDM q q q& &&   est  la  matrice  ( ) x Nn s   jacobienne  de  mdiτ ,  par  rapport  au  vecteur   STχ   de  taille 
( 1×Ns ).  
Le vecteur  STjχ  est composé des paramètres dynamiques standards du corps  jC  et de l'axe  j : 
 
           
STj j j j j j j
T
j j j j j j j j
χ XX XY XZ YY YZ ZZ




















¾ ,  ,  ,  ,  ,  j j j j j jXX XY XZ YY YZ ZZ sont les 6 composantes du tenseur d'inertie du corps  jC  par rapport 
au repère  jR ; 
¾ ,  M ,  Mj j jMX Y Z  sont  les 3 composantes du premier moment d’inertie produit de  la masse par  les 
coordonnées du centre de gravité du corps  jC  dans le repère  jR ; 
¾ jM  est la masse du corps  jC ; 
¾ jIa  est  le moment d'inertie global du  rotor et des éléments de  la chaîne d’actionnement autour de 
l'axe du moteur  j  (réducteur et arbre de transmission); 
¾ jFv  et  jFc  sont les coefficients de frottements visqueux et de Coulomb de la chaîne d’actionnement 
de  l'axe  j ,  les  couples/efforts de  frottements  sont pris en  compte  seulement pour  les vitesses non 
nulles ;  
¾ jOff  est le terme d’offset de l'axe  j , il prend en compte l’offset sur le couple/effort de l’axe  j  et la 
dissymétrie du frottement de Coulomb  jFc ; 
¾ 14 x Ns n=  est le nombre total de paramètres dynamiques standards du robot. 
Tous les paramètres sont exprimés en unité S.I. coté articulaire.  















Fv Fs sign+ +









  est  le  couple  produit  par  le  moment  d'inertie  global  du  rotor  et  des  éléments  de  la  chaîne 
d’actionnement  autour  de  l'axe  j (réducteur  et  arbre  de  transmission)  et  des  coefficients  de  frottements 
visqueux et de Coulomb de la chaîne d’actionnement de l'axe  j .  
2.1.3 Modèle Dynamique Direct (MDD) 
Le  Modèle  Dynamique  Direct  (MDD)  calcule  les  accélérations  articulaires  en  fonction  des  efforts 
moteurs  et  des  vitesses  et  positions  articulaires.  Il  s'écrit  sous  la  forme  d'une  équation  différentielle  non 
linéaire implicite obtenue à partir du MDI (2) : 


















La  modélisation  des  robots  à  flexibilités  localisées  est  une  extension  de  la  modélisation  des  robots 
rigides  (Khalil and Gautier, 2000). Pour  les  robots  industriels dont  les corps  sont  rigides,  les  flexibilités  sont 




une  liaison  rotoïde.  Le  calcul du  MDI et du  MDD est  semblable au  cas des  systèmes  rigides. Cependant  le 
couple articulaire  ejτ  associé à chaque ddl élastique  ejq  est un couple contraint par la relation:  
 ej j ejk qτ = −  (7) 
Où  jk est la raideur articulaire associée à la variable articulaire de l’axe  j  .  
Pour  notre  cas  d’étude,  les  déformations  élastiques  sont  localisées  aux  niveaux  de  la  chaîne 




( ) ( , )
mdi m e fm
e e a a a a
Iam q kq




= − = +
&&
&& &  (8) 
Où  k  est la matrice diagonale  ( x )n n  des  n  raideurs  1...j nk =  exprimées en unité S.I. coté articulaire,  Iam  est 
la  matrice  diagonale  ( x )n n   des  n   moments  d'inertie  globaux  des  rotors  et  des  éléments  des  chaînes 
d’actionnement avant  flexibilités exprimés en unité  S.I.  coté articulaire,  , ,m m mq q q& &&   sont  respectivement  les 
positions,  vitesses  et  accélérations  moteurs  exprimées  en  unité  S.I.  coté  articulaire  ,  , ,a a aq q q& &&   sont 
respectivement  les  positions,  vitesses  et  accélérations  articulaires,  avec  a m eq q q= + ,  a m eq q q= +& & &   et 




( ) sign  
1 pour 0






























Où  Fvm   et  Fcm   sont  respectivement  les  vecteurs  ( x1)n des  coefficients  de  frottements  visqueux  et  de 




( ) ( ) ( , ) 0
mdi m fm e
e a a e a a
Iam q kq
kq M q M q q H q q
τ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
&&




( ) ( ) ( , ) 0
m mdi fm e
a a e e a a
Iam q kq
M q M q q kq H q q
τ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
&&






j j j j jst j n
χ Iam Fvm Fcm Offm k⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠=




                               
j j j j j j
T
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st j n n
χ XX XY XZ YY YZ ZZ
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 rq Nq=& &  (14) 









0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0











⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 (15) 
Où : 
¾ jN est le rapport de réduction de l’axe  j  .  





sont pris en compte  selon  (5). Dans  le cas des articulations couplées cinématiquement,  il est nécessaire de 





















Axe j  Rapport de réduction  Rapport de réduction 
N1 -219 3755/8 ≅  469 N2 -858/3 ≅  -286 3755/8 ≅  469 N3 -4593/17 ≅  -270  76725/152 ≅  505 N4 -4221/19 ≅  -222 -5473/21 ≅  -261 N5 -3770/17 ≅  -222 -44096/175 ≅  -252 N6 2611575/16576 ≅  158 37851/230 ≅  165 
Tableau 1: Rapports de réduction des Kuka KR270‐2F et KR500‐2MT 
Robot  Kuka KR270‐2F  Kuka KR500‐2MT 
N54 17/3770 ≅  1/222 -7/1664 ≅  -1/238 N64 18872/2064075 ≅  1/109 -64055/10497344 ≅  -1/164 N65 112/9855 ≅  1/88 230/37851 ≅  165 
54 54 4CN N N= −  ≅ 1 ≅ -1.1 
( )64 4 64 54 65CN N N N N= − −  ≅ -1.4 ≅ -1.6 









est  le  couple  moteur  mesuré  de    l'axe  j  exprimé  en  unité  S.I.  (Système  International)  coté 
articulaire en Nm; 
¾ tjk  est la constante de couple du moteur de  l'axe  j exprimée en Nm/A; 
¾ jgτ  est le gain d’actionnement de  l'axe  j exprimé en Nm/A; 


















4 4 54 64 4













⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (17) 





4 4 454 64
4 4 4 5 5 6 6
5 5 55 6
65
5 5 5 6 6
6
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 moteur j  




















1  1.42 1.36 1.88 1.72 
2  1.42 1.36 1.88 1.72 
3  1.42 1.36 1.35 1.33 
4  1.20 1.162 1.14 1.166 5  1.20 1.162 1.14 1.166 

























6 7,x x  
5z  
6rl  
4 5,x x  
4rl  














j  σj  αj  dj  θj  rj 
1 0 π 0 q1 rl1 
2 0 π/2 d2 q2 0 
3 0 0 d3 q3+π/2 0 
4 0 −π/2 d4 q4 rl4 
5 0 π/2 0 q5 0 
6 0 −π/2 0 q6−π/2 rl6 
7 (L) 2 0 0 0 0 
Tableau 4: paramètres DHM du robot rigide 



















2 0.350d m= ,  3 1.250d m= , 4 0.055d m= , 1 0.750rl m= − , 4 1.100rl m= − , 6 0.230rl m= − .  
¾ Kuka KR500‐2MT : 
2 0.500d m= ,  3 1.300d m= , 4 0.055d m= − , 1 1.045rl m= − , 4 1.025rl m= − , 6 0.290rl m= − .  







 11 12 13, ,x x x  
 9 10,z z  
 7 8 9 10, , ,x x x x
 11rl  
 7 8 11 12 13, , , ,z z z z z   5d  
 3d  
 0z  
 5 6,x x  
 3 4,x x  
 1 2,x x  
 1rl  
 0x  
 1 2,z z  
 3 4,z z  
 5 6,z z  
 7d  
 →raideur articulaire 





















j  σj  αj  dj  θj  rj 
1 0 π 0 q1 rl1 
2 0 0 0 q2 0 
3 0 π/2 d3 q3 0 
4 0 0 0 q4 0 
5 0 0 d5 q5+π/2 0 
6 0 0 0 q6 0 
7 0 −π/2 d7 q7 rl7 
8 0 0 0 q8 0 
9 0 π/2 0 q9 0 
10 0 0 0 q10 0 
11 0 −π/2 0 q11−π/2 rl11 
12 0 0 0 q12 0 




3 0.350d m= ,  5 1.250d m= , 7 0.055d m= , 1 0.750rl m= − , 7 1.100rl m= − , 11 0.230rl m= − .  
¾ Kuka KR500‐2MT : 
3 0.500d m=   5 1.300d m= , 7 0.055d m= − , 1 1.045rl m= − , 7 1.025rl m= − , 11 0.290rl m= − .  





















gravité à gaz 
(KR500-2MT) 
Compensateur de 





par  les  corps  2  à  6.  Ce  couple  doit  être  pris  en  compte  dans  le modèle  dynamique  du  robot.  Il  convient 
d’étudier la géométrie du système avec la description de DHM, cette dernière est détaillée à la figure 7 et les 
paramètres DHM sont fournis dans le tableau 6.  
j a(j)  σj  αj  dj  θj  rj 
21 20  0 0 d21 q21 0 
22 21  0 0 d22 0 0 
23 20  0 0 0 q23 0 










































¾ Kuka KR270‐2F :  21 0.6964d m= ,  22 0.1847d m= . 
¾ Kuka KR500‐2MT :  21 0.9669d m= ,  22 0.2062d m= . 
 
Le compensateur de gravité du Kuka KR270‐2F induit une force  1F  sur le corps 2 dans la direction  24z−r . 




1 24 2 24 min
24 2 0 0 4 min
K
   K  avec K
r Off
r Off r
F rl q rl K
rl q K K K rl
= − +
= + = −  (19) 
Où  ( ) /rK N m  est la raideur du ressort du compensateur de gravité,  ( )0  K N  est la force appliquée par ce 
ressort quand  4 4 minrl rl= et  ( ) OffK N  est un terme d'offset. 









   cos 2



























 ( ) ( ) ( )2 23 2 21 2 2q q q q qψ π= − −  (21) 
En conséquence, les valeurs  ( )21 2q q ,  ( )4 2rl q  et  ( )23 2q q  sont exprimées en fonction de  2q . L'angle  ( )23 2q q  
dépend de  2q  :  
 21 2
1.6148 (rd) pour le KR270-2F
 avec 
1.6293 (rd) pour le KR500-2MT
q q
φφ φ
= −⎧= + ⎨ = −⎩  (22) 
Où φ  est la valeur de  21q  quand  2 0q = . 




21 22 2120 20
20 2022 22
22 22 22 21
cos
 avec 




T P d sin q











T P rl q
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥= = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (24) 
Le repère 22R  est identique au repère  24R  par rapport au repère de référence  20R , soit :  
 20 20 20 2022 24 22 24, P P P P= =  (25) 
A partir des équations (23), (24) et (25) : 
 ( )( ) ( )( )2 2224 21 22 21 22 21cos sinrl d d q d q= + +  (26) 
 ( ) ( )( )
( )




q d d q
q
q d q
+= = −  (27) 
Les valeurs  ( )4 2rl q  et  ( )23 2q q  sont calculées à partir de (22), (26) et (27) :  

























⎛ ⎞+ += −⎜ ⎟+⎝ ⎠
 (29) 
Le couple de compensation  sbτ  est exprimé en fonction de  rK et  0K  :  
 ( ) ( )( ) ( )( )24 2 2 22 0 2 22sin sinsb rK rl q q d K q dτ ψ ψ= +  (30) 
Le couple  sbτ  peut être exprimé linéairement par rapport à  rK  et  0K  :  
 
( )
( ) ( )( )
( )( )
2
24 2 2 22
02 22
sin












⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
 (31) 
Ce couple est alors inclus dans le MDI du Kuka KR270‐2F et  stχ  est composé des paramètres standards 
plus les paramètres  rK  et  0K  pour l'axe 2 :  
 
1..2 st 3..  
1 2 3avec 
idm n st st
TT T T T T
st st st st stnsb
sbIDM IDM IDM χ
χ χ χ χ χ χ
τ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎣ ⎦K
 (32) 
Sur  le  Kuka  KR500‐2MT,  un  vérin  à  gaz  est  utilisé.  L'équation  des  gaz  parfaits  régit  la  pression  et  le 
volume de gaz à l’intérieur de celui‐ci :  
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¾ L  est la longueur de la cavité interne de section  S  sous pression.  
 
Notons  ( )0 2 0l L q= =  et  ( )0 1 2 0F F q= = . La longueur  L  devient :  
 ( ) ( ) ( )2 0 24 2 4 _ 0 2 0  L q l rl q rl q= − + =  (35) 
Le couple de compensation de gravité  sbτ  s’exprime en fonction de  2q  à partir de (20) :  
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des  logiciels de calcul  formel, aucune condition  initiale ni sur  les   variables articulaires ni sur  les paramètres 
n'est nécessaire, le temps de calcul est très faible (aucune simulation du MDD du robot), les outils numériques 
de  l'algèbre  linéaire  (QR,  SVD,  pseudo‐inverse)  sont  utilisés,  les  paramètres  de  base  sont  déterminés 
automatiquement. 
La difficulté de cette méthode  réside sur  l’estimation précise des vitesses et accélérations articulaires 
ˆ ˆˆ( , , )q q q& &&   intervenant  dans  le  MDI.  L’identification  s’effectuant  hors  ligne,  les  dérivées  des  positions 
articulaires se calculent par filtrage passe‐bande aller‐retour sans distorsion de phase. La précision est sensible 
au  réglage du  filtre mais  la  connaissance des dynamiques  à  identifier permet un  réglage  facile. Des  règles 
pratiques de réglage sont données dans (Gautier, 1997). Les couples moteurs τ  sont calculés coté articulaire à 
partir de la consigne de la boucle de courant de chaque moteur. 
Robot  τ  
 
,W Y  
 
ˆ ˆˆ, ,q q q& && q
 
 
χˆ  Moindres carrés linéaire  
2ˆ min || ||Y Wχχ χ= −  
     Loi de 
commande 
    Modèle dynamique inverse
             ( )ˆ ˆˆ, ,IDM q q q& &&  
 Echantillonnage 
          Filtrage 
  Echantillonnage 
   

























Le  couple moteur  réel  τ diffère  du  couple moteur  mdiτ suivant  une  erreur  e   à  cause  des  bruits  de 
mesure et des erreurs de modèle :  
 ( ), ,mdi ST ste IDM q q q χ eτ τ= + = +& &&  (39) 
Les  paramètres  sont  estimés  par ˆstχ ,  solution  au  sens  des  moindres  carrés  linéaires  du  système 
surdéterminé  construit  après  échantillonnage,  filtrage  et  sous  échantillonnage  de 
Erreur ! Source du renvoi  introuvable. durant un temps  obsT   , avec un suivi de trajectoire excitante (Gautier 
and Khalil, 1991). 
 +st stY W χ ρ=  (40) 
Où  Y est le vecteur ( 1)r×  des mesures ;  stW  est la matrice  ( )str n× d'observation et  ρ  est le vecteur  ( 1)r×  
des erreurs. Le nombre de lignes est  er n n= × , où le nombre d’échantillons enregistrés est  en .  
Comme  stW  est construite à partir de données bruitées,  ˆstχ  peut être biaisé. Pour diminuer le biais il 
est nécessaire de filtrer en parallèle le vecteur Y  et les colonnes de  stW . Le filtrage et le sous échantillonnage 
sont  réalisés  avec  la  fonction decimate du  logiciel Matlab.    Les procédures de  filtrage  sont détaillées dans  
(Gautier,  1997),  (Pham  et  al.  2001).  Le  nombre  de  lignes  de  Y ,  stW   et  ρ est  er n n= × ,  où  le  nombre 
d’échantillons enregistrés après sous‐échantillonnage est  en .  
χˆ  est unique si  la matrice  W
 
est de rang plein. Pour cela  il faut utiliser  les  b paramètres de base  χ  
calculés dans (Gautier and Khalil, 1990) et  (Mayeda et al., 1990).  Ils peuvent être calculés automatiquement 
avec l'aide du logiciel SYMORO+  (Khalil and Creusot, 1997). Le système (40) est réécrit :  
 +Y W χ ρ=  (41) 
Où un sous‐ensemble W  de  b  colonnes indépendantes est calculé, qui définit le vecteur  χ  des  b  paramètres 
de base. 
Le calcul des écarts‐types absolus  ˆiχσ  suppose que W  est déterministe et que  ρ  est un bruit gaussien 
indépendant à moyenne nulle, de matrice de variance‐covariance :  
 T 2( )  rC E Iρρ ρρρ σ= =  (42) 


















22 ˆˆ - ( )Y W r bρσ χ= −  (43) 
La matrice de variance‐covariance de l’erreur d’estimation est la suivante : 
 T 2 T 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[( - )( - ) ] ( )C E W Wχχ ρχ χ χ χ σ −= =  (44) 
L’écart type relatif  ˆ% riχσ est donné par : 
 ˆ ˆ ˆ ˆ% 100 , pour 0ri i i iχ χσ σ χ χ= ≠  (45) 
Où  2ˆ ˆ ˆ ( , )i C i iχ χχσ =   est  le  ième  coefficient  sur  la  diagonale  de  la matrice  de  variance‐covariance  de  l’erreur 











+ −−=&  (46) 
Où : 
¾ ˆkq&  est la valeur de la dérivée de  qˆ  à l’instant  k ;  
¾ 1ˆkq +  est la valeur de  qˆ  à l’instant  1k + ;  





























Il  est  essentiel de  connaitre  les  gains d’actionnements avec  précision  afin d’identifier  les paramètres 
dynamiques  du  robot  précisément.  Tous  les  gains  d’actionnements sont  identifiés  simultanément  dans 
(Gautier and Briot, 2011). La méthode d’identification est basée sur une solution des moindres carrés totaux 
d’un  système  linéaire  surdéterminé  avec  le  MDI  calculé  avec  les  références  de  courant  et  les  positions 
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 (49) 
La  charge est  considérée  comme un  corps d’indice  1n +   fixé  sur  le  corps  n  du  robot.  Si  Ln  de  ces 
paramètres sont considérés comme connus, le MDI (39) devient :  
 [ ] T T TST uL kL uL kLIg IDM IDM IDM eττ χ χ χ⎡ ⎤= = +⎣ ⎦  (50) 
Où : 
¾ kLχ est le vecteur  ( )x1Ln  des paramètres inertiels connus de la charge ; 
¾ uLχ  est le vecteur  ( )( )10 x1Ln−  des paramètres inertiels inconnus de la charge ; 
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⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (51) 
Où : 
¾ aW  et  bW  sont respectivement les matrice d’observation à vide et en charge ; 
¾ uLW  et  kLW  sont respectivement les matrices d’observation correspondantes aux paramètres inertiels 
non connus et connus de la charge ; 
¾ aVτ  est la matrice des échantillons de  I  pour l’essai à vide ; 
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⎧ −⎡ ⎤=⎪ ⎢ ⎥− − −= ⎣ ⎦⎨⎪ ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦⎩
 (53) 
La matrice  totW   est  de  rang  plein  grâce  aux  bruits  de mesure.  Par  conséquent,  le  système  (53)  est 
remplacé par le système compatible le plus proche par rapport à la norme de Frobenius : 
 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ0 avec 1T T Ttot tot tot uLW gτχ χ χ χ⎡ ⎤= = ⎣ ⎦  (54) 
ˆ

















totW  est calculée avec la décomposition SVD de  totW  :  
 ˆ  avec T Ttot tot c c c totW W s U V W USV= − =  (55) 
Où : 
¾ cs  est la plus petite valeur singulière de  totW ; 
¾ cU  est la colonne de U correspondante à  cs  ; 
¾ cV  est la colonne de V correspondante à  cs  ; 
¾ U  et V proviennent de la décomposition SVD  totW . 
La solution optimale normée de  ˆ ntotχ  est donnée par la dernière colonne de V  : 
 ˆ ntot cVχ =  (56) 
Il  y  a  une  infinité  de  solutions  de  ˆ ˆ ntot totχ λχ= qui  peuvent  être  obtenues  en  fonction  du  facteur 




λ χ=  (57) 
3.3 Identification par une méthode à erreur de sortie en boucle ouverte  
La méthode  d’identification  par  erreur  de  sortie  utilise  le MDD. On  identifie  uniquement  le modèle 
rigide, mais en tenant compte des  inerties des axes moteurs. A partir de  l’équation (6), on calcule  le modèle 
dynamique direct intégrant la dynamique des moteurs. On obtient : 
 ˆ( ) ( , )M q q H q qτ = +&& &  (58) 
Le vecteur d’accélération articulaire est ensuite calculé par : 
 [ ]1ˆ ( ) ( , )q M q H q qτ−= −&& &  (59) 



















 2ˆ ˆˆ ( )q q q qdt F χΞ = − = − =∫∫ &&  (60) 
L’idée  consiste  donc  à  minimiser  l’erreur  de  sortie  pour  obtenir  la  valeur  optimale  du  vecteur  des 
paramètres. 
 ( ) ( )qqqqC T ˆˆminminmin 2 −−=Ξ=  (61) 
 
Robot  τ  ff
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Le schéma de  la figure 9 montre  le principe de  la méthode. Le modèle dynamique direct MDD dépend 
du vecteur de paramètres estimé. L’intégration double du vecteur des accélérations estimées équivaut à un 
calcul  de moment.  Le  critère  d’erreur  est  un  critère  quadratique.  Le  critère  d’erreur  est  non  convexe  sur 
l’ensemble  du  domaine  des  paramètres.  Il  est  donc  nécessaire  d’utiliser  des  méthodes  de  minimisation 
globales. Nous avons utilisé un algorithme du simplex de Nelder et Mead (Lagarias et al., 1998). 
On définit le vecteur des paramètres optimaux par : 
 ( ) ( )* 2 ˆ ˆarg min arg min Tq q q qχ = Ξ = − −  (62) 
Le vecteur  q  est de dimension n et le vecteur  *χ  des paramètres est de dimension b.  
La position réelle du robot  q  diffère de la position estimée  qˆ  suivant une erreur  e  à cause des bruits 
de mesure et des erreurs de modèle. Supposons que  l’erreur de modèle est nulle pour  la valeur optimale du 
vecteur des paramètres. On a donc : 
















Lorsque  l’estimateur  n’a  pas  convergé  vers  la  valeur  optimale  des  paramètres,  mais  qu’on  est 
suffisamment proche et en supposant que la fonction d’erreur est convexe au voisinage du minimum, alors on 
peut écrire : 
 ( ) ( ) ( )* * *ˆˆ ˆˆ ˆ, , ,qq t q t tχ χ χ χ χχ∂ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∂  (64) 
Dans  l’équation  (64),  la  différentielle  n’est  pas  connue  au  point  optimal.  On  peut  l’approximer  par 
( ) ( )*ˆ ˆ ˆ, ,q qt tχ χχ χ∂ ∂≅∂ ∂  . Notons  *ˆχ χ χΔ = −  l’erreur sur le vecteur des paramètres, et  ( ) ( )ˆˆ ˆ, ,qs t tχ χχ∂≅ ∂  
le vecteur des fonctions de sensibilité. Le critère peut alors s’écrire : 
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Notons maintenant   TB s s=  et  Te sβ = . Le critère est minimum pour  *χˆ χ=  et vaut  TC e e=  pour 
0Cχ
∂ =∂Δ . On obtient l’équation : 







ˆ( ) ( ) ( , )
ˆˆ ˆlim ( ) ( , ) lim ( )
e t q t q t
q t q t e t





− =  (67) 
Lorsque le modèle est sans erreur, le signal  ˆ( )e t  est uniquement un bruit de mesure. Il est centré et de 
variance  2σ  qui est la variance de  ( )e t .  
La matrice de covariance de l’erreur d’estimation peut alors être calculée par :  
 2 1TC E Bχ χ χ σ −Δ ⎡ ⎤= Δ Δ =⎣ ⎦  (68) 
Comme  2σ  n’est pas connu, on calcule  [ ]
bn


















 ( ) ( ) ( )112 tracetrace trace −−Δ −===Δ BbnCBC σχ χ  (69) 
L’équation  (59)  étant  difficilement  intégrable  de  manière  formelle,  les  différentes  grandeurs  intervenant 
précédemment sont calculées numériquement avec le simulateur représenté sur la figure 10.  
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Pour utiliser ce programme , il FAUT avoir défini 
* le vecteur colonne des rapports de réduction
* le vecteur colonne des coef de frottement moteur
* le vecteur colonne des constantes de raideur
* le vecteur des gains d 'actionnement
* le modèle dynamique direct








































La matrice d’inertie du  robot est strictement positive. Ceci doit être vérifié  lors de  l’identification. On 
peut vérifier cette propriété soit a posteriori, soit durant  l’identification. Les  travaux de  (Mata et al., 2005), 





















4 IDENTIFICATION DU MODELE DE RAIDEUR DES ROBOTS ET 
DES CONSTANTES DE COUPLE DU KUKA KR500-2MT 
Cette  partie  décrit  les  modèles  de  raideur  articulaire  des  deux  robots  ainsi  que  la  méthode 
d’identification des constantes de couple des moteurs du Kuka KR500‐2MT.  
4.1 Modèle de raideur articulaire du Kuka KR270‐2F 
Un  modèle  de  raideur  pour  les  deux  premiers  axes  du  robot  KR270‐2F  a  été  développé.  Les  deux 
raideurs sont identifiées avec des essais à sortie bloquée (voir figure 11): 
¾ blocage du corps  2C  horizontal en appui unilatéral   pour permettre  l’identification de  la raideur de 
l’axe 1 ;  




















        
            avec  
jmdi j mj j mj j mj j j mj mj
j mj j mj j mj j mj j
j j j mj
Iam q Fvm q Fcm sign q Offm k q q
Iam q Fvm q Fcm sign q k q Offk
Offk Offm k q
τ = + + + + −
= + + + +
= −
&& & &
&& & &  (70) 
Où: 
¾ 0mjq  est la valeur au repos de  mjq  . 
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τ τ τ= −  (72) 
4.2 Modèle de  raideur  et  identification des  constantes de  couple du Kuka KR500‐
2MT avec mesure en asservissement de force  
Cette  technique  de  détermination  des  raideurs  articulaires  localisées  utilise  les  propriétés  de 
l’asservissement  de  force.  Plusieurs  essais  sont  nécessaires  pour  déterminer  l’ensemble  des  raideurs 
articulaires.  Ces  essais  sont  utilisés  pour  déterminer  partiellement  les  raideurs  dans  chaque  cas  et  afin 
d’augmenter la précision. 





( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )





M q q H q q M q q C q q q Q q J q T
Q q J q T
τ = + = + + +
= +
&& & && & &
 (73) 
Où: 
¾ ( , )C q q&  est le vecteur des couples de Coriolis et des couples centrifuges. 
¾ ( )Q q  est le vecteur des couples de gravité. 
¾ ( )J q  est la matrice jacobienne du robot. 
Le couple τ  est obtenu par la mesure des courants moteurs et est relié aux raideurs articulaires. On a : 
 ( )m ak q qτ = −  (74) 
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( ) ( )
( ) ( )
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a a e m a
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a a e m a
Q q J q T k q q
Q q J q T k q q
τ
τ
= + = −
= + = −  (76) 
Par différence entre les deux équations précédentes, on a : 
 [ ] ( )2 1 2 1 2 1( )T a e e m mJ q T T k q qτ τ− = − = −  (77) 





Lorsque  les  six  composantes  du  torseur  eT   ne  sont  pas  toutes  mesurées,  une  astuce  intéressante 




 [ ] ( )2 1 2 1 2 1( )T Ta e e tJ q T T N k I Iτ τ− = − = −  (78) 

















5 RESULTATS EXPERIMENTAUX : ROBOT KUKA KR270-2F 
Cette  partie  présente  les  résultats  expérimentaux  du  robot  Kuka  KR270‐2F :  identification  des  gains 
d’actionnement, des paramètres dynamiques du modèle rigide et des raideurs des axes 1 et 2.  







Les consignes de positions articulaires sont choisies de manière à  faire bouger  tous  les axes du  robot 
simultanément.  
La  fréquence  de  coupure  du  filtre  de  Butterworth  est  fixée  à  50Hz  et  la  fréquence  de  coupure  du 
decimate est fixée à 5Hz. 
Deux  essais  ont  été  effectués  sur  le  robot  Kuka  KR270‐2F. Un  à  vide  et  un  avec  une  charge  LM de 






















































































































ZZ1R = ZZ1 + Ia1 + YY2 + 0.12241 M2 + YY3 + 1.685 M3 + 1.6881 M4 + 1.6881 M5 + 1.6881 M6 
XX2R = XX2 - YY2 - 1.5626 M3 - 1.5626 M4 - 1.5626 M5 - 1.5626 M6 
XZ2R = XZ2 - 1.25 MZ3 
ZZ2R = ZZ2 + Ia2 + 1.5626 M3 + 1.5626 M4 + 1.5626 M5 + 1.5626 M6 
MX2R = MX2 + 1.25 M3 + 1.25 M4 + 1.25 M5 + 1.25 M6 
XX3R = XX3 - YY3 + YY4 - 2.2 MZ4 + 1.207 M4 + 1.207 M5 + 1.207 M6 
XY3R = XY3 - 0.055187 MZ4 + 0.060706 M4 + 0.060706 M5 + 0.060706*M6 
ZZ3R = ZZ3 + YY4 - 2.2 MZ4 + 1.213 M4 + 1.213 M5 + 1.213 M6 
MX3R = MX3 + 0.055187 M4 + 0.055187 M5 + 0.055187 M6 
MY3R = MY3 + MZ4 - 1.1 M4 - 1.1 M5 - 1.1 M6 
XX4R = XX4 - YY4 + YY5 
ZZ4R = ZZ4 + YY5 
MY4R = MY4 - MZ5 
XX5R = XX5 - YY5 + YY6 - 0.46 MZ6 + 0.0529 M6 
ZZ5R = ZZ5 + YY6 - 0.46 MZ6 + 0.0529 M6 
MY5R = MY5 + MZ6 - 0.23 M6 
XX6R = XX6 - YY6 
Les paramètres identifiés sont montrés dans le tableau 7. 


















Les  écarts  relatifs  entre  les  gains  d'actionnement  identifiés  et  les  gains  d'actionnement  a  priori 
(constructeur) sont compris entre 8% et 17%. 
Paramètres χˆ  ˆ (%)rχσ  apχ  (%)e  
gτ1 -2.75 102 1.0 -2.99 102 8.03 
gτ2 -4.26 102 1.5 -3.89 102 9.51 
gτ3 -4.04 102 1.2 -3.67 102 10.1 
gτ4 -2.98 102 1.5 -2.58 102 15.5 
gτ5 -3.01 102 1.4 -2.58 102 16.8 
gτ6 2.12 102 1.6 1.83 102 13.7 
ZZ1R 1.23 103 1.0   
Fv1 1.10 103 1.3   
Fc1 3.11 102 2.2   
XX2R -6.54 102 1.9   
ZZ2R 1.35 103 0.76   
MX2R 3.64 102 3.7   
Fv2 2.64 103 1.9   
Fc2 6.73 102 2.3   
Kr2 3.95 10
4 2.9   
K02 -7.38 104 2.0   
XX3R 1.09 101 7.1   
ZZ3R 1.08 102 4.0   
MX3R 1.40 101 3.1   
MY3R -1.00 102 1.1   
Ia3 6.70 102 0.86   
Fv3 9.95 102 0.55   
Fc3 3.96 102 2.1   
Ia4 1.71 102 2.9   
Fv4 5.26 102 0.69   
Fc4 1.89 102 0.82   
Ia5 2.02 102 0.56   
Fv5 7.01 102 0.70   
Fc5 1.75 102 2.1   
Ia6 1.11 102 1.0   
Fv6 7.40 102 0.50   
Fc6 3.03 103 1.8   
MZL -3.82 101 2.2   
ML 1.75 102 -   
Tableau 7: Paramètres identifiés du Kuka KR270‐2F 

















Les  paramètres  de  couplage  cinématique  ,  et j j jIam Fvm Fsm ne  sont  pas  identifiables  sur  le  Kuka 
KR270‐2F.  Cela  est  dû  au  fait  que  les  coefficients  de  couplage  sont  très  faibles  devant  les  rapports  de 
réduction. 
L’erreur  entre  les  couples  réels  et  les  couples  reconstruits  est  faible  (voir  figure 16  à  figure 18  et  le 
tableau 8). 


























































































































































































Le corps  2C  est bloqué en appui unilatéral pour permettre  l’identification de  la raideur de  l’axe 1. Les 
paramètres identifiés sont montrés dans le tableau 9. La comparaison entre les couples mesurés et estimés de 
l’axe 1 est donnée sur  la  figure 19. Les mesures de position et de couple sont données sur  la figure 20 et  la 
figure 21. Seul la raideur articulaire et l'offset sont identifiables. 
Paramètres                χˆ  ˆ (%)rχσ  
k1 1.73 106 1.98 
































































Paramètres                χˆ  ˆ (%)rχσ  
k2 1.91 106 1.31 












































































6 RESULTATS EXPERIMENTAUX : ROBOT KUKA KR500-2MT 
Cette  partie  présente  les  résultats  expérimentaux  du  robot  Kuka  KR500‐2MT :  identification  des 

















































































ZZ1R = ZZ1 + Ia1 + YY2 + 0.25 M2 + YY3 + 1.94 M3 + 1.943 M4 + 1.943 M5 + 1.943 M6 
XX2R = XX2 - YY2 - 1.69 M3 - 1.69 M4 - 1.69 M5 - 1.69 M6 
XZ2R = XZ2 - 1.3 MZ3 
ZZ2R = ZZ2 + Ia2 + 1.69 M3 + 1.69 M4 + 1.69 M5 + 1.69 M6 
MX2R = MX2 + 1.3 M3 + 1.3 M4 + 1.3 M5 + 1.3 M6 
XX3R = XX3 - YY3 + YY4 - 2.05 MZ4 + 1.0476 M4 + 1.0476 M5 + 1.0476 M6 
XY3R = XY3 + 0.055 MZ4 - 0.056375 M4 - 0.056375 M5 - 0.056375 M6 
ZZ3R = ZZ3 + YY4 - 2.05 MZ4 + 1.0536 M4 + 1.0536 M5 + 1.0537 M6 
MX3R = MX3 - 0.055 M4 - 0.055 M5 - 0.055 M6 
MY3R = MY3 + MZ4 - 1.025 M4 - 1.025 M5 - 1.025 M6 
XX4R = XX4 - YY4 + YY5 
ZZ4R = ZZ4 + YY5 
MY4R = MY4 - MZ5 
XX5R = XX5 - YY5 + YY6 - 0.58 MZ6 + 0.0841 M6 
ZZ5R = ZZ5 + YY6 - 0.58 MZ6 + 0.0841 M6 
MY5R = MY5 + MZ6 - 0.29 M6 




Paramètres χˆ  ˆ (%)rχσ  
ZZ1R 7.22 103 2.0 
Fv1 8.76 103 0.93 
Fc1 1.20 103 3.8 
Off1 -1.64 102 8.8 
XX2R -2.18 103 7.2 
XY2 -5.87 102 7.4 
ZZ2R 6.38 103 1.2 
Fv2 1.02 104 1.4 
Fc2 1.55 103 2.5 
F02 2.21 104 2.1 
XX3R 3.22 102 17 
XZ3 1.22 102 24 
ZZ3R 5.23 102 9.4 
MX3R -4.61 101 6.1 
















Ia3 3.53 103 1.4 
Fv3 8.74 103 0.78 
Fc3 1.37 103 2.1 
XY4 1.42 102 17 
Ia4 3.14 102 8.3 
Fv4 9.39 102 6.7 
Fc4 1.95 102 14 
XZ5 8.87 101 19 
YZ5 -1.62 102 12 
ZZ5R -1.60 102 17 
MY5R -4.80 101 4.0 
Ia5 5.59 102 4.6 
Fv5 1.67 103 2.9 
Fc5 3.34 102 7.3 
Ia6 2.06 102 13 
Fv6 7.82 102 5.8 
Fc6 1.98 102 12 
Tableau 11: Paramètres identifiés du Kuka KR500‐2MT 


























































































































































































































Paramètres χˆ  ˆ (%)rχσ  
ZZ1R 6.58 103 0.89 
Fv1 8.63 103 0.30 
Fc1 9.36 102 1.71 
Off1 -1.53 102 0.93 
XX2R -1.82 103 3.68 
XY2 -2.57 102 4.54 
XZ2R -2.39 102 8.84 
ZZ2R 8.15 103 0.51 
MY2R -3.98 24.1 
Fv2 8.04 103 0.54 
Fc2 1.62 103 0.83 
Off2 -37.5  17.9 







ZZ3R 3.44 102 5.39 
MX3R -39.6 3.06 
MY3R -65.7 1.19 
Ia3 3.88 103 0.40 
Fv3 9.73 103 0.11 
Fc3 1.70 103 0.27 
Off3 -67.6 8.16 
XX4R 11.3 24.1 
XY4R 36.6 6.86 
XZ4R 2.91 73.9 
YZ4R 3.45 49.3 
ZZ4R 64.1 2.28 
















Ia4 2.67 102 1.04 
Fv4 1.03 103 0.36 
Fc4 1.82 102 0.92 
XX5R -4.85 23.7 
XY5R -1.88 32.9 
XZ5R 41.5 2.92 
YZ5 -36.1 3.62 
ZZ5R 51.9 3.15 
MY5R -44.2 0.39 
Ia5 5.56 102 0.25 
Fv5 1.66 103 0.12 
Fc5 3.67 102 0.25 
Off5 36.3 2.96 
XY5R 0.92 38.0 
ZZ6 8.00 6.66 
MX6 1.19 4.48 
MY6 4.91 0.40 
Ia6 2.17 102 0.25 
Fv6 7.95 102 0.066 
Fc6 2.00 102 0.20 
Off6 10.1 1.21 
Tableau 13: Paramètres identifiés du Kuka KR500‐2MT (Méthode par erreur de sortie) 



















































































Figure  30:  Comparaisons  entre  les  positions 
mesurées et estimées qe 
Figure  31:  Comparaisons  entre  les  vitesses 
mesurées et estimées 
 
La  figure  32 montre  également  la  correspondance des  couples mesurés  et  estimés  avec  le modèle 
identifié.  




















































































−=  (79) 
Où  ˆ OEjχ  est le paramètre d’indice j identifié avec la méthode à erreur de sortie et  ˆ IDIM LSjχ −  est le paramètre 
d’indice j identifié avec la méthode d’identification IDIM‐LS. 
Leurs  valeurs  sont montrées  dans  le  tableau  14,  un  rappel  des  écart‐types  relatifs  calculés  avec  la 
méthode IDIM‐LS est également présenté.  
 
Paramètres e (%) ˆ (%)rχσ  
ZZ1R 8,8  2.0 
Fv1 1,5  0.93 
Fc1 22,0  3.8 
Off1 6,7  8.8 
XX2R 16,5  7.2 
XY2 56,2  7.4 
ZZ2R 27,7  1.2 
Fv2 21,1  1.4 
Fc2 4,4  2.5 
F02 10,7  2.1 
XX3R 14,3  17 
XZ3 330  24 
ZZ3R 34,2  9.4 
MX3R 14,1  6.1 
MY3R 1,9  3.2 
Ia3 9,9  1.4 
Fv3 11,3  0.78 
Fc3 24,1  2.1 
















Ia4 15,0  8.3 
Fv4 89,0  6.7 
Fc4 6,7  14 
XZ5 367,9  19 
ZZ5R 132,4  17 
MY5R 7,9  4.0 
Ia5 0,5  4.6 
Fv5 0,6  2.9 
Fc5 9,9  7.3 
Ia6 5,3  13 
Fv6 1,7  5.8 




écart (>50%) sont aussi ceux qui sont mal  identifiés (écart‐type relatif >10%),  ils sont affichés en gris dans  le 
tableau 14.  
De forts écarts subsistent au niveau des frottements visqueux de l’axe 4. L’identification par simulation 
et  optimisation  est  effectuée  en  boucle  ouverte,  du  fait  du  caractère  instable  des  robots  (présence  d’un 
double  intégrateur),  les positions simulées sont très sensibles aux paramètres d’offset et de frottements. Ce 

















6.4 Identification  du  modèle  de  raideur  et  des  constantes  de  couple  par 
asservissement de force  
L’effecteur du robot muni de son capteur d’effort est en appui contre un obstacle très rigide (voir figure 










































Δq1 Δq2 Δq3 Δq4 Δq5 Δq6















Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5 Γ6
 
Figure 35: positions angulaires des rotors des moteurs et couples articulaires correspondants  
On peut  remarquer que  la  force  sur  l’outil dans  la position correspondante à cet essai ne produit un 
couple que sur les axes 2 et 3. La déformation de l’axe 5 est liée à l’action de la commande du robot, afin de 




Paramètres                [Nm/rd]ik    [%]i ik kΔ  
1k  6.21 10
6 0.68 
2k  6.66 10
6 0.69 













































































L’application  de  la  méthode  décrite  dans  la  partie  4.2  permet  d’obtenir  les  constantes  de  couple 
(proportionnelles aux gains d’actionnement). Les résultats obtenus sont donnés dans le Tableau 16.  
j   
ap
jtk  ˆ jtk  ˆ (%)jktσ  %e  
1 1.72 1.06 3.71 -38.37 
2 1.72 1.466 2.13 -14.77 
3 1.33 1.574 2.71 +18.34 
Tableau 16: Constantes de couple a priori (à chaud) et identifiées du Kuka KR500‐2MT, erreurs relatives et 
erreurs des constantes de couple identifiées par rapport aux constantes de couple a priori 
Les écarts  relatifs entre  les  constantes de  couple  identifiées par  rapport  aux  constantes de  couple  a 
priori (constructeur) sont très importants. 
Avec la correction due au terme d’accélération de l’axe moteur, on obtient les courbes suivantes. 







































































Les deux objectifs de cette  tâche ont été  remplis. Les modélisations des  robots avec et  sans prise en 
compte des flexibilités articulaires sont décrites.   
 Les modèles dynamiques  rigides des deux  robots ont été  identifiés. Deux méthodes ont été utilisées 








Deux  approches  sont utilisées pour  identifier  tout ou partie des  gains d’actionnement/constantes de 
couple  des  robots.  Sur  le  Kuka  KR270‐2F,  une  identification  globale  des  gains  d’actionnement  et  des 
paramètres  dynamiques  est  effectuée  avec  les  moindres  carrés.  Sur  le  KR500‐2MT,  l’identification  des 
constantes de couple utilise les essais du robot commandé en effort exploités pour l’identification des raideurs 
articulaires. 
Les  résultats  de  ce  rapport  ont  permis  le  développement  d’un  simulateur  complet  de  robot  pour  la 
tâche 4.3.  
Les  auteurs  tiennent  à  remercier  Fabien  Truchet, Guillaume Gallot,  Philippe  Coquerie,  Benoit  Furet, 
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